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MATEMATIČKI MODEL ROTORA ZA ODREĐIVANJE KVAROVA 

ROTACIONIH MAŠINA 
Srđan Marinković1, Živoslav Adamović2, Veljko Vuković3, Nemanja Jovanov4 

Rezime: U ovom radu izloženi su specifični simptomi kvarova rotacionih mašina bazirani na matematičkim 

modelima. Ovi kvarovi uključuju disbalans, prekomerno radijalno opterećenje, trenje između rotora i statora, 

vibracije uzrokovane tečnošću, labave nepokretne i rotirajuće delove i pucanje rotora. Eksperimentalna 

istraživanja iz ove oblasti ilustruju reakcije u vidu vibracije rotora za pojedine kvarove. Predstavljena je primena 

sinhronog i asinhronog testiranja smetnji radi identifikacije osnovnih dinamičkih karakteristika rotora. 

Ključne reči: Monitoring vibracija na mašinama. Dijagnostika kvarova na rotacionim mašinama. Identifikacija 

dinamičke krutosti. Načini testiranja. 

MATHEMATICAL MODEL OF THE ROTOR FOR DEFECTS OF 

ROTARY MACHINES 

Abstract: In this paper, specific symptoms of rotary machine failures based on mathematical models are 

presented. These defects include unbalance, excessive radial loading, rotor-stator friction, fluid-induced 

vibration, loose fixed and rotating parts, and rotor cracking. Experimental research in this field illustrates 

reactions in the form of rotor vibration for individual failures. The application of synchronous and asynchronous 

interference testing for the identification of the basic dynamic characteristics of the rotor is presented. 

Keywords: Vibration monitoring on machines. Diagnostics of faults on rotary machines. Identification of 

dynamic stiffness. Methods of testing. 

1. UVOD 

Tokom poslednjih godina široko rasprostranjena primena sistema za nadgledanje vibracija na 

mašinama akumulirala je podatke širokog spektra slučajeva o većim vibracionim problemima koji se 

dešavaju u specifičnim tipovima mašina. Implementacija pribavljenog teorijskog i praktičnog znanja u 

proces dizajniranja mašina je ipak spora i retko dosledna. Kao rezultat toga mašine često sadrže 

unutrašnju dinamičku netačnost, a performanse mašina padaju. Dinamički proces daljeg rada 

neizbežno vodi do pogoršanja performansi. 

2. TRENJE IZMEĐU ROTORA I STATORA 

Kontakt između rotora i nepokretnog dela mašine je ozbiljan kvar koji može dovesti do otkaza. 

Taj kontakt uključuje nekoliko fizičkih pojava kao što su trenje, efekat krutih spojnica, sabijanje, a 

može uticati i na čvrsti/ fluidni/ termalni balans u sistemu mašine. Trenje uvek nastaje kao sekundarni 

efekat primarnih kvarova kao što su disbalans, loše poravnanje ili tečnošću izazvane samo-pobuđene 

vibracije, a svi oni rezultiraju visokim amplitudama lateralnih vibracija i/ili promenama u centralnoj 

poziciji vratila u okviru dozvoljenih zazora. 

Prve dve gore pomenute pojave vezane za trenje relativno se lako modeluju. Prvobitni jedno-

lateralni model je sada dopunjen drugom jednačinom koja predstavlja balans sila na mestu trenja[2]: 

(   
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Model reflektuje isprekidanu aktivnost trenja; sistem postaje kontinuirano nalik na delove sa 

varijabilnom krutošću. Modalna krutost K je sada podeljena na tri sekcije; Ks predstavlja uopštenu 

krutost statora na mestu trenja. Poslednja pomenuta je uključena u dinamiku sistema tokom trenja u 

periodu vibracija na rotoru. Sila trenja orijentisana je u tangencijalnom smeru suprotno od smera 

rotacije. Za veoma lagano delimično trenje na jednom mestu, pri rotacionim brzinama koje prelaze 

dvostruku vrednost prve rezonantne brzine balansiranja, ove slobodne vibracije koje idu preko 1x 

vibracija izazvanih disbalansom rezultiraju podsihronim frakcionim vibracijama: 1/2x, 1/3x, itd., 

najčešće sa obrnutim pravcima pod izuzetno jakim naizmeničnim naprezanjem sa realtivno jakom 

frekvencijom  + . Kvarovi mašina vezani za trenje se često dešavaju. 

Obzirom da model uključuje nelinearni izraz generisan trenjem, reakcije rotora, osim osnovnih 

komponenti, sadrže spektar viših sekundarnih frekvencija. Trenje između rotora i nepokretnih elemenata 

je u stvari pojava koja rezultira brzim menjanjem parametara sistema sa tendencijom ka haotičnom 

kretanju, iako model predstavlja samo jednostavan početni pristup koji uključuje samo osnovno. 

Dijgnostika trenja rotora iz podataka o vibracijama je bazirana na: (I) promenama u vektorima 

sinhrone reakcije rotora, (II) pojavama podsinhronih komponenti koje, kada se filtriraju, najčešće 

pokazuju obrnuto kruženje, (III) kratkotrajnim pojavama komponenti sa prirodnim frekvencijama 

(usled prelazne prirode trenja), (IV) pojavom viših sekundarnih frekvencija osnovnih komponenti i (V) 

promenama u podacima o poziciji centralne linije vratila. 

Delimično ili potpuno obrnuto kruženje rotora najkarakterističnije je za trenje i ono razlikuje ovaj 

kvar od ostalih. 

Model se takođe može koristiti da bi se pokazalo da trenje može da izazove samo-pobuđene 

vibracije (poznate kao suvo brisanje ili puno kružno trenje, koje se najčešće dešava u zaptivkama) 

nezavisno od pobuđenih vibracija. Kada je mr = 0, P = 0 i v=1 neprekidno, rešenje jednačine: 

, opisujeove samo-pobuđene kružne vibracije sa amplitudama B, B1, 

frekvencijom  i relativnom fazom . Kasnije količine mogu biti izračunate iz četiri algebarske 

jednačine dobijene nakon substitucije u jednačinu. Relativna faza vibracija rotora diska zavisi od 

karakteristika rotora [1]. 

Jednačina frekvencije daje četiri samo-pobuđene frekvencije  sa približnim vrednostima: 

 („kratka“ prirodna frekvencija rotora i  (puna prirodna frekvencija 

rotora). Konačno, algebarska jednačina obezbeđuje apmlitudu B za svaku frekvenciju . Ako je stator 

( ili zaptivka) beskonačno krut, tada je B1 = c. Tokom suvog brisanja, rotor se okreće dok klizi uz 

zaptivku u smeru suprotnom od smera rotacije, dok ostali delovi rotora vibriraju u rezonantnim 

uslovima obrnutog režima, nezavisno od brzine rotacije. Najčešće posmatrana frekvencija suvog 

brisanja je . Jake radijalne (normalne) i odgovarajuće sile trenja (tangencijalne) na 

kontaktnim površinama mogu dovesti do ekstremno velike štete za veoma kratko vreme na površinama 

zaptivke i rotora [1]. 

Efekat spajanja/krutosti kod trenja može biti uočen kroz promene u rezonantnim frekvencijama 

balansa. Posebno je vidljiv u razlikama sinhrone reakcije prilikom paljenja i gašenja rotora kada se 

trenje dešava u rasponu brzina rezonantnog balansa. Amplitude tada bivaju ograničene na mesto 

trenja; faza se manje pomera. Termalni efekat trenja, koji pri određenim brzinama rotacije prouzrokuje 
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konstantno promenjivi disbalans vratila vezan za termalni luk, može dovesti do fluktuacije amplitude 

1x i trajnog pomaka faze 1x kao funkcije vremena koje rezultiraju karakterističnim spiralama[4].  

Dijagnostika aksijalne lokacije trenja zahteva analizu faznih komponenti vibracija duž rotora u 

korelaciji sa određenim režimima. Za prvi režim može biti bazirana na jednačini: 

 

 

3. KVAR USLED LABAVOG NEPOKRETNOG DELA 

Labavost između postolja rotora i osnove je uobičajen kvar kod rotacionih mašina. Sila disbalansa 

nošena rotorom povremeno može prekoračiti gravitacionu silu i/ili ostale sile koje deluju na rotor ili 

postolje[3]. Ovo uzrokuje povremeno podizanje postolja, rezultirajući omekšavanjem krutosti sistema, 

njegovom cikličnom varijabilnošću i sabijanjem. Kao rezultat ovoga, slično kao kod kvara usled 

trenja, rotor može prikazati promene u sinhronim reakcijama i pojavu frakcionih podsinhronih 

vibracija (1/2x, 1/3x;...) u određenim rasponima rotacionih brzina. Najčešća je pojava 1/2x 

komponenti vibracija i dobro je poznata u oblasti. 

Model koji simulira kvar labavog postolja uključuje periodično omekšavanje sistema (data je 

jedino jednačina koja odgovara pravcu labavosti) [5]:  

 

gde se indeksi „f“ i „R“ vezuju za osnovu, odnosno parametre rotora. 

Pokazalo se da, zajedno sa efektima od lokalnog uticaja uključenim u formalniju analizu, ovaj 

model generiše sinhrone i podsinhrone reakcije frekvencije 1/2x, 1/3x... i predstavlja simulaciju 

posmatrane pojave. 

4. KVAR USLED LABAVOG ROTIRAJUĆEG DELA 

Labavost i njena eventualna umešanost u rotaciono kretanje mašinskih elemenata kao što su 

delovi ili prstenovi ležajeva montirani na rotirajuća vratila, ili kao što su nepritegnuti ležajevi u 

postoljima ležajeva, predstavlja još jedan kvar mašine. Nepovezan disk ili prsten ležaja i dalje će 

rotirati ali pri različitoj brzini od one koju ima rotirajuće vratilo, a može se i izmestiti aksijalno. Labav 

ležaj može da počne da rotira uvučen u rotaciju od strane rotirajućeg vratila[6]. 

Zazori, uslovi trenja između vratila i labavog dela, kao i tangencijalna eksterna sila primenjena na 

labavi deo ( kao što je eksterni fluidni dinamički otpor) igraju važne uloge u dinamičkoj reakciji rotora. 

Labav rotacioni deo obično nosi disbalans koji menja stanje balansa mašine. Ovo rezultira modi-

fikacijom sinhronih 1x vibracija i pojavom komponente sile labavog dela vezane za disbalans [14]. 

Model opisuje ovu pojavu (aksijalno izmeštanje labavog dela nije uključeno): 

  gde se 

indeksi „R“ i „l“ odnose na rotor i na labavi rotirajući deo. Rotaciona frekvencija labavog dela je 

funkcija zazora vratila/ labavog dela, ,trenja površina i koeficijenta tangencijalnog otpora obezbeđenih 

fluidnim okruženjem. U zavisnosti od određene mašine, ovo poslednje može pokretati labavi deo na 

višoj frekvenciji od (npr. labav disk turbine) ili usporiti labavi deo u odnosu na rotor. Ako se ne 

razlikuju znatno od rotacione brzine, razultirajuće vibracije prikazuju karakterističan šablon otkucaja. 
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Međutim, labavost rotacionog dela najčešće vodi u prelazna stanja. Vibracije povezane sa labavim 

mdelom najčešće imaju podsinhronu frekvenciju sa tendencijom ka prirodnoj frekvenciji rotora. 

 

5. LOŠE PORAVNANJE(CENTRIRANJE) I RADIJALNO OPTEREĆENJE ROTORA 

Prateći disbalans, loše poravnanje niza rotora mašine (loše centriranje) je drugi po redu najuobiča-

jeniji kvar na rotacionim mašinama. Procesi mašinskog poravnanja koji danas uključuju prilično 

sofisticiranu lasersko-optičku instrumentaciju se smatraju rutinskim. 

Jedan od glavnih efekata lošeg poravnanja između rotora i niza mašina je generisanje opterećenja 

rotora u specifičnom radijalnom smeru. Loše poravnanje prouzrokuje konstantnu radijalnu silu koja 

gura rotor u stranu. 

Ovoj kategoriji takođe pripadaju i sile gravitacionog opterećenja na horizontalnim rotorima, 

opterećenje termalnog širenja, preterano opterećenje vezano za ležajeve. Usled radijalne sile rotor biva 

izmešten iz svoje originalne pozicije i pomeren ka višem rasponu ekscentričnosti unutar ležajeva i 

zaptivki. Takođe, može postati i povijen i rotirati u konfiguraciji luka. Ovu pojavu opisuje model 

rotora izvučen iz  jednačine [8]: 

  

  

gde P predstavlja silu opterećenja primenjenu na rotor u radijalnom pravcu pod referentnim uglom , a 

 je uopšteni koeficijent nelinearne krutosti. Jednačina [8] dakle sadrži nelinearni izraz vezan za 

krutost koji predstavlja samo primer nelinearnosti koje mogu biti aktivne u sistemu. 

Usled nelinearnosti, reakcija rotora iznuđena disbalansom će sada sadržavati ne samo sinhronu 

komponentu, već i njene sekundarne frekvencije: 2x, 3x, itd., komponenti vibracija. Radijalna sila 

takođe uzrokuje da nelinearnost utiče i na prosečnu poziciju vratila [10]. 

Abnormalno kružno kretanje, abnormalna radijalna prosečna pozicija centralne linije vratila i 

abnormalno kretanje vratila u odnosu na kućište ukazuju na preterano radijalno opterećenje. Kada se 

orbita menja iz eliptičnog oblika u “banana” oblik, to indikuje prisustvo komponenti više frekvencije. 

Kombinacija pozicije centralne linije vratila i orbita reflektuje stvarnu situaciju na svakom ležaju. 

Radijalno opterećenje na vratilu gura vratilo dole na jednom ležaju, a gore na drugom. Dakle, eliptični 

ili “banana” oblik orbita je rezultat povećanog opterećenja. Markeri na orbitama pokazuju da, iako su 

ležajevi opterećeni u suprotnim pravcima, oba kraja vibriraju u fazi. Aksijalna merenja mogu dodatno 

indikovati predstojeći problem sa poravnanjem na mašini [10]. 

6. ZAKLJUČAK 

Dok obavljaju osnovnu funkciju u rotacionim mašinama rotori su veoma skloni mehaničkim 

vibracijama i oni su glavni izvor vibracija. Većina kvarova potiče od direktnog prenosa rotacione 

energije rotora u vibracionu energiju različitih režima. Vibracije i obrada podataka predstavljeni u 

odgovarajućim međusobno zavisnim formatima obezbeđuju efikasnu i pouzdanu procenu ispravnosti 

mašina, daju rana upozorenja o predstojećim kvarovima i dozvoljavaju određivanje uzroka kvarova. 

Osnovni  principi koji kreiraju temelj za metodologiju dijagnostike kvarova mašina a primenjivi 

su i u periodičnom i u stalnom monitoringu su: 

 Poznavanje osnovnih mehaničkih, fluidnih, termalnih i električnih karakteristika mašina, 

 Poznavanje tipova mehanizama kvarova i njihovih odgovarajućih simptoma koje će mašina 

najverovatnije pretrpeti, 

 Nadgledanje ključnih parametara koji će indikovati promenu stanja mašine, 



2. Konferencija sa međunarodnim učešćem 

    Napredne Tehnologije u Obrazovanju i Privredi  Vrnjačka Banja 30-31. maj 2023. 

 

28 

 

 Smanjenje dijagnostičkih podataka i upoređivanje rezultata sa analitičkim predviđanjima, 

 Razumevanje istorijskih i drugih povezanih događaja koji su mogli uzrokovati promene u 

stanju mašine. 

Analitički modeli dinamičkog ponašanja mašina – posebno modeli bazirani na modalnom pristupu 

– su od ogromnog značaja za buduće dijagnostičke procedure. Veoma je važno uključiti ove analitičke 

modele u bazu podataka mašine kod velikih kritičnih mašina ili kod mašina kod kojih postoji istorija 

problema vezanih za vibracije. Osnovne analitičke informacije kao i podaci o testiranju potrebni su 

radi upoređivanja prethodnog i trenutnog stanja mašine kada se na mašini dogodi kvar. 
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